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[. INTRODUCTION

Le but de ce travail est ’évaluation de la niéme épaisseur de la boule
unité d’un espace de Sobolev pour la norme d’un autre espace de Sobolev.
Cette notion a été introduite par Kolmogorov [7].

Dans la premiére partie nous considérons des espaces de Sobolev avec
poids et généralisons une partie des résultats de Birman et Solomjak [3].

Le cas hilbertien nous permet de donner en application le comportement
asymptotique des valeurs propres d’un opérateur elliptique dégénéré qui
rejoint I’étude faite par Baouendi et Goulaouic [2].

Dans la seconde partie nous généralisons les résultats pour les espaces de
Sobolev d’ordre non entier.

Dans la troisiéme partie on s’intéresse a un espace avec deux poids.

Je remercie Grisvard et Zerner qui m’ont suggéré ce travail et dont I’aide
m’a été précicuse.

II. DEFINITIONS

1. n-iéme épaisseur dans un espace vectoriel normé

Soit A une partie d’un espace vectoriel normé £, on appelle, selon
Kolmogorov, ni¢me épaisseur de 4 dans £ le nombre

d(A, EYy = inf sup inf [|[x — y|g

E,eG,(E) xed weE,

ol G,(E) désigne ’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension » de E.
On a les propriétés suivantes:

(1) dy(4, E) est le rayon de la plus petite boule centrée a 'origine
contenant A.
2) dfxA, E)=a-d (A, E) (a 2= 0).
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(3) ACB=d,(A, F)<d,B,E).

(4) d.(4, E) = 0 < {Il existe un sous-espace vectoriel de dimension n
de E contenant A}.

(5) La suite d, est décroissante. De plus, pour que d%”—*fi‘io il faut
et il suffit que A4 soit précompact.

THEOREME DE KREIN. Soit E, ., un sous-espace de dimension (n + 1) d’un
espace de Banach E et U, la boule unité de E, ., . Alors

dn(Un+1 s E) = 1

Le lecteur intéressé pourra trouver la démonstration de ce théoréme dans
Iouvrage de Lorentz [11]. (Dans le cas hilbertien la démonstration est
immédiate.)

2. Espaces de Sobolev avec poids

On notera J le pavé ouvert [0 I[" de R®, J =J" X J0 1], x = (x,¢) ou
x" € R-1 Pour tout multi-indice g = (U ,oo0s ) s €N, || = pIN i et
D = 5 | foxtn - axty.

Pour 1 <p < 4, BeR, L¥(J) est I'espace des (classes de) fonctions
u: J — C telles que t*u e L*(J).

k étant un entier positif, on appelle espace de Sobolev W*?(J) espace
des (classes de) fonctions u: J — C telles que t*D*u appartienne & L?(J) pour
| | << k. Cest un espace de Banach pour la norme

H u Hg:lgrl’(‘]) = Z H t* D*u ”[zjﬂ(]) .
[k

Avec la modification habituelle si p = --oo. W5*(J) est I"adhérence de
2(J) dans WEP(J). Sur WoP(J), (Zini—ell 2°D%u ||2ss))H/? est une norme
équivalente a [l ullwroy si a4 1/p¢{l,2,.,k} [4]. Nous n’utiliserons
d’ailleurs pas cette propriété.

Etant données deux suites {u,} et {v,} on dit que u, ~ v, s’il existe deux
constantes positives 4 et B telles que Au,, < v, << Bu, pour “n assez grand.”

SE désignera la boule unité d’un espace normé F.

111. #mEME EPAISSEUR DANS LES ESPACES DE SOBOLEV AVEC PoIDS

LemME II1.1 (Pierre Grisvard [6]). Pour 1 <p < -0, k entier positif,
o réel tel que o -- 1/p¢{1,2,...,k}ona

Wi(J) “— Li_(J).
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Démonstration par récurrence

(1) k=1pourue@J)ona

al

| u(x', 1) S\J —E% u(x’, s)‘ ds stoa - I/p < 1,

0

o

4 c ol . -
75 u(x', s)! ds sl a--1/p > 1,

e, < |

1 i
f dx'f 1D | y(x', 1) di
0 0

P P )
= J dx’ J PR (X!, O dt
0 0

: P R
e e
(Inégalité de Hardy) [19]

p oAl , -1 o
<(‘0‘P“1+Pl) Jodxv’otl

< C -l -

& oo ol d
Eu(x,t)’ dt

<
0

0 I’d
—u(x', t t
i 1 1)

Le cas p = o0 se traite de la méme manicre.
Comme Z(J) est dense dans WL#(J) cette inégalité se prolonge a Wir().
(2) Soit u un élément de W"(J).

u, duféx; (j = 1,...,m — 1), ufét sont des éléments de W**(J) donc,
d’aprés I’hypothése de récurrence, de L? .. ,(J); ce qui implique que u
appartient 3 W2 (J)

WE2(J) e W;;%Jrl(‘/) C— L7 ().

LemME II1.2 (P. Bolley et J. Camus [4]). Pour | <p < + o0, k entier

positif, o réel tel que o + (1/p) ¢{1, 2,..., k}, p réel, lapplication

Ut r1u

est un isomorphisme de W»(J) sur WE2(J).

Démonstration. Posons

it

’ o 4
po= ) D= D

aum Skm

DH(toy) = —— DH'poy =

otm Ottm oD u

m p—J

— o—3F 4 w' N —_— ven 7 Hem
,_;)Ajt i DU o Ay =p e (p— )+ 1)(]_).
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Pour u € W2(J),

aum—i , o .
Gy D e WEr e ) o L2 i)
et
o .
t Ot im— D*ue L;Lh‘#-lu’]-i—um—p(']) — Lg*p(']) si | 15 | < k.

Ce qui implique que
D*(tu) e LE_(J) pour |pl| <k

Il est clair que I’application est injective et que la bijection réciproque
est application u — ~*u.
THEOREME [II.1.1  Pour 1 < p < +o0, k entier positif, « et B réels tels
que o + B < k posons d,, = d,(SW**(J), L2y(J)); alors:
(1) Sia+ B <k/m
d, ~ n ki,

(2) Sio+B==kmet o+ (I/p)¢{l1,2,.., k} il existe une constante
positive B telle que

d, <B (ﬁg—i)klm.

n
(B) Sikjm<oa+B <k

d ~ ’1—(k7(a+3))/(m~1)
n R .

Démonstration. Iére partie. Nous commengons par ramener le probléme
au cas ou « et 8 sont de méme signe sauf pour k/m < o + B <k, B <Oet
a+ (1/p)e{l, 2,.., k}.

() a<0etB=0. «-+(1/p) <1 etlapplication

u—tu

est un isomorphisme simultané de WX ?(J) sur W r(J) et de L74(J) sur
L2, .s(J); ce qui implique

d(SWEA()), L2())) ~ d(SWP(J), L? (o ra)(J)).

1V, M. Tinomirov (23) a démontré pour m = 1 que d (SW*=(J); L°(J)) ~ n*,
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2) az=0e B<0. Sia-+(l/p)¢{l,2,..,k} application ur> 8y
est un isomorphisme simultané de W**(J) sur W*:5(J) et de L2(J) sur L*(J);
ce qui implique

d(SWiJ), L2(J)) & d(SWEHD), L*(J)).
Si a4 (I/p)ef{l,2,...k} et o+ B <k/m il existe & et «" ftels que

o <a<oyo" 4B <kim o+ (Up)éil, 2. kieta” -+ (1/p) ¢{1,2,.... k}.
Les inclusions

W) e W) = W)
nous permettent de conclure.

2éme partie. Démonstration du théoréme pour « >0, 8 > 0, p < + 0.
Le cas p = + o se traite de la méme maniére.

(1) Majoration. Dans toute la démonstration C désigne une constante
positive qui dépend de «, B, k, p, qui ne sera pas toujours la méme.

(l.a) Soit & un nombre réel tel que 0 << 8§ << 1. On approche « par O
sur le pavé J' x 10 8].

Sia+ (1/p) {1, 2,..., k}, d’aprés le [emme II1.!

WENJS) S L2 (J) &> L2g(J).
Alors

8 - ~1
f dx’ f 187 | u(x)|? dt = 51-F» J dx’ J 58P L u(x’, 8s)|® ds
J 0 J’ 0

~1
<87 [ dx [ sy, s)iP ds
7’ 0

&
= 3t [ g [Ty, 1) de

J’ 0 ’
cp— (- ;
< 8wy,

&
[ ax [ e oy dr < € - 87000 upy, ) (1)
J’ 0 «

Si o+ (/p)efl,2,.,k} il existe o > o tel que o + (I/p) ¢{l,..., k} et
a+ B <o + B <k Alors Wr?(J) e WE?(J) implique

5 ,
J‘ dx’ f (B l u(x)‘p dt < C- Skﬂf(cx +8)p Il u ”;ji)/k-ﬂ(_]) . (],)
J 0 *
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Pour € > 0 donné, (1) ou (1') implique

]
[ ax [T a7 dt < € - @
J 0 ’

en prenant
C-§br—etBr — v i a1+ (1/p)¢{1,..., k},
C:- kv 8r = v si o+ (I)p)e{l,.., k).
(1.b) On partage maintenant J' X 18 L[ en cubes 4. Sur chaque

cube 4 on approche la fonction u par le polyndme Pu de degré (k — 1)
tel que [, (D*u(x) — D*Pu(x)) dx = 0 pour | | < k.

On obtient les cubes 4 de la maniére suivante: On divise 16 1] par des
points fy =0 <t < <t =1;s8 [, =1, —t,,, pour t;_; <t <t le
cube 4 a pour coté /; .

On détermine /; de maniére a avoir

f lu— Paul? =87 dx’ dt < v [ Y | Deu(x)|? 2 dx’ .
A

v4a fu|=k

Alors si on appelle = la subdivision de J obtenue et Pg Popérateur qui,
a u, fait correspondre 0 pour t < 6, Pu pour x4

[ lu— Pau|?®ax dt < e 3 |1 1°Dullly,,
7 |u]=Fk
soit

H u— P.E'u”Lgﬁ(J) < € H u”ﬁ/{:.ﬂ(]) .
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Détermination de I; .
[ 1) — Pa)” 77 dx <L [ T ux) - Pax)” d
YA 4

On utilise 'inégalité de Poincaré. Comme fa (u(x) — Pau(x))dx =0

iz

[ 1) — Pl dx < C - (1 — 1)
i

“ pa(x)| d
T, A(x)| dx
(xm = t)'
On applique a nouveau I'inégalité de Poincaré [21] autant de fois que cela
est nécessaire et on obtient
f Lu(x) — Pau(x)|? £ dx < C - ;701 [ Y | D*u(x)|” dx,
4 B \ni=k

f 1 M(X) . PAU(X)‘D 8% dx <C- ,(0( B)plkpf Z P | D“u(x)“’d\ (3)

4 ui=k

On veut que

max Ct—(mLB)mlMu < € soit I, < C - /%y (aqg) k v,

Si o 4 (1/p) ¢{1,..., k} posons a priori /; = a - € - j* ou a est une constante
4 choisir 0 = 1/(k — (x + B)) et v = (a + B)a. Alors

)
[j:B'%a'GU‘Zr
r=1

Si o+ (1/p) €{l,..., k} on remplace ¢ par ¢’ = 1/(k — (¢ + B)). Comme
d~e  si oo~k (Ip)¢i{l,.. k)
S r A el = R0 et § av /0N i o - (1p) €{1,..., k} (o > a),

tj ~ € .jkaﬁ

et
I - f(zx+B)/1 ~ el/F
# -1 ~ .
Soit & tel que
th, <l =1, h ~ 1 ~ ehbe,
soit
Mt~ e )]

« Pour m = 1 on a approché tout élément de la boule unité de W**(J)
par un sous-espace vectoriel de dimension » = k# et il existe une constante B
positive telle que

d(SWER(T), LP(J) < B - n",
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+x Pour m > 1, évaluons le nombre n’ de cubes 4 de la subdivision =
h h h
Z (l]_—l)m—l < }1' < Z (1;1 + I)m—l Z 2[ l)m -1
i=1 j=1 j—1
h
oAy e—(m—l)/(k—(aJrB)) Z j~((mw1)(a+6))/(k—(a+8))

j=1

sio+ B < k/m,

]~-((m—1)(m+;a))/<7c_(o¢+6))N J =D B /Gt BN 41 . py (k=mla+8)) 1 (k—(o+5))

U

1

J

soit

Ay E—(m-—l)/(kv(a-kB))—(k—m(cH—B))/k[TC-~(a+B)] ——

On a approché tout élément de la boule unité de W*?(J) par un sous-espace
vectoriel de dimension n = cn’ ol ¢ est la dimension de I'espace vectoriel
des polyndmes & m variables de degré <<k — 1.
et

d(SWEA), L74(])) < B - 7™

sioa 4 B > k/m,

A
Z’ DN i) g

=1
soit
noA E—(m»l)/(k—(wﬂ))
et
dn(SW;c,aJ(J)’ Lfﬂ(.])) <B- n—(lc—(ot+3))/(m—1)
sio+ B =k/m,
Z ]—-((m—l)(a+ﬂ))/(lc (ot+B)) Z ] NlOg h
F=1 j=1
n w50 — e log h A € F log €71E
log ' ~ —m/fk log € - log log ¢-1/%
log/n’ ~ ik L log log e‘}/k
n log e1/%
’ N YL
log,n s (logln) " e
n n
et

du(SE), L2,) < B - (2B2),

n

640/10/3-6
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Remarque. Dans certains cas, par exemple x =0, § << 1/p et m < kp
ou bien o = 0 et m == kp on retrouve des cas particuliers de résultats de

Birman et Solomjak [3].

2. Minoration

Soit ¢ € Z(J). On partage ]0 1] en s sous-intervalles et on obtient une
partition de J en s™ cubes J; de coté 1/s. On définit ¢; par ¢,(x) = @(sx — [),
I=(h, . 0n), 0L <s—1,i=1,.,m. Alors ¢, € Z(J)).

* Pour 0 < o 4~ B < k/m. Soit E,,; le sous-espace de L¥4(J) engendré
par les fonctions ¢; . Siy = (v ..., Vi), Enin = {fi = 2. vy} dim E,y =
n—1=sm !

Uy o = J, | S| 07 = [ | Sy o] e

=XInl [ 1 e@dr =5 1l @i,

~

1y Wengy = 2 N DS oy = X J °?

Y D“<pl(x)rJ dx

lu| <k PR
. by B
< 3 [|Ewbp] dc= T Sini | Do dx
lujgk * 1 lulgk 1 Jy
= ¥ Tinl| sk |(Dug) () dx
P Jy
=5 Yyl Y s | Degl)fr dx
1 fui<k J

k
SCosm Y s Yy P <Cos Y s Y |y [P

||k 1 r=0 1

STP A~ sl\'p

D=

r=0

ny Hg,{:,pu) < C - ghp—m Z i Y |»
[

i

et
Hf; “ngu) < C: sk H.fy HL’;B(‘]) .

La boule B, de rayon r = C-'s~* de E,_, est donc contenue dans la boule
unité de W*?(J). En utilisant le théoréme de Krein et les propriétés de la
niéme épaisseur, on obtient:

d(SWET), L7(J)) = du(B, , L7(J)) = C %7 .
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Comme (r + 1) = s™, n ~s™. 1l existe donc une constante positive 4
telle que

dn(SWn’zc’p(J): L B(J)) —k/m

*x Pour k/m <« 4 B < k. Soit E,,, le sous-espace de L?,(J) engendré
par les fonctions ¢, telles que /,, = 0

Epy = 3 Z 71%2 dimE,., =n 4+ 1 = s

Y v )| dx

lp=0

Wl = [[| Z o] e >0 |

Uy gy 5™ X Anl” [ 1@l dx = s % 1yl [ 9l
=0 i 1y=0

D
Y- D“‘Pz(x)l t? dx

1, Wiy =

|u|<k

= 2 X Wzl"f 127 | DHyx)|* dx

lu|<k 1p=0

<57 ) ) |>’zf”J | DHepy(x)|? dx.

lui <k 1=0

Un calcul identique au précédent (cas a + B << k/m) donne

IS, ey << € - shpmowm Y Il

lp=0

et
Iz ”W{;"'(J) S Cst@B g, HLZB(J) :

En utilisant le théoréme de Krein
d(SWET), L2o(J)) = A - 5~/

3éme partie. Démonstration du théoréme pour o << 0, 8 < 0.
La majoration est une conséquence de

WeP(J) e W*(J) > L"(J) > L24(J)
d(SWEHT), L)) < d(SWHJ), L2(J)) < dfSWH(J), L7(J)).

Minoration. Soient a = (4,...,3), Q = iJ + a.
On reprend la démonstration faite dansle cas « > 0,8 = 0, « + B < k/m
en substituant le cube Q au cube J.
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4éme partie. Démonstration du théoréme pour ~ - 8 > k/m, B <0,
p<—xetx- (1/p)e{l,2,.. k}

(1) Pour la majoration, l'inégalité (3) est remplacée par

[ () — Pa) 7 dy < C G [ Y 7 DR u(x))” dx.
“A4

YA =k

On a alors

I - t;ﬂ/ktj-al/k ~ VR avec [, — aEl/(lr(uHi))j(a%)/(Icf(m—%B))'
La fin de la démonstration est sans changement.

(2) Pour la minoration, on prend pour £, le sous-espace de L%y(J)
engendré par les fonctions ¢; telles que /,, = 1

De 1/s <t << 2/s on déduit

1 gy = 8™ 8 (el gl

H_f ‘Wk o) \\/ C . Skj)—ml)f’m Z i Y1 |T’
=1

On termine en utilisant le théoréme de Krein. Le cas p == + oo se traite de la
méme maniere.

2. Généralisation

Soient 2 une variété & bord C*, compacte, de dimension m et ¢ une
fonction de classe C*(£2), positive dans £, nulle & 'ordre 1 au bord.

On appelle espace de Sobolev W P(Q) I’espace des (classes de) fonctions
u: 2 — C telles que ¢* - D*ue L7(Q) pour |p| < k. Cest un espace de
Banach pour la norme

M u Hﬁ/&:.ﬂ(g) - z H ‘Pu - D'u HII)J’(!)) »
[
WEP(() est 'adhérence de 2(2) dans WE () et L?4(£2) est I'espace des
(classes de) fonctions u: £2 — C telles que ¢ Pu € L¥(§2).

Le théoréme I11.1 est encore valable si on substitue £2 4 J. La démonstration
se fait par cartes locales et partition de 'unité.

3. Comportement asymptotique des valeurs propres d’un opérateur elliptique
dégénéré

Nous généralisons ici un résultat de Boutet De Monvel et Grisvard [5].
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(a) Soit 4 un opérateur non borné, auto-adjoint, de domaine D4 dans
un espace de Hilbert H. Sur D4 on prend la norme du graphe; si 'identité
D, > H est compacte, alors le spectre {A,},>; de 4 est discret et réel, chacune
des valeurs propres ayant un ordre de multiplicité fini. De plus, il existe une
base orthonormale {¢,},>, de H telle que

¢n €Dy et Ap, = A, p, Yn.

Nous utiliserons le résultat connu suivant.

LemMmE I11.3.a. Soit A un opérateur non borné, auto-adjoint, de domaine
D, dans un espace de Hilbert H tel que linjection D, -> H soit compacte,
alors

d(SDy, H) = {| Agyy [P 4+ 137172

étant entendu que les A, sont rangées par ordre de module croissant.

Majoration. Considérons le sous-espace E, de dimension #» engendré par
Q1 5--e» Prn - PoOUr tout élément u € SD 4

daw, E)* = Y (s @lF < KU+ [ Ay 1)l

sup d(u, E;) < (1 + | Ay D72

ueSDy

Minoration. Pour tout élément u du sous-espace E,.; de dimension
n -+ 1 engendré par ¢, ,..., g, ON a

Tullf,,, = 2 1@ e)* =0 4+ 12 D Y (0+ 4P s @)l

igntl ign+l
Soit
I uHDA < (1 + ] /\nﬂ |2)+1/2 |l HHE“+1
et
(1 + | Ay [57112 - SE,,,, CSD,,.
D’aprés le théoreme de Krein et les propriétés de la niéme épaisseur

di(SD 4, E) = (1 + | Ay D712

(b) Soit 2 une variété 4 bord C*, compacte, de dimension m et @ une
fonction de classe C=(£2), positive dans £2, nulle & Pordre 1 au bord.

{@i}:.5-1.....m 6tant une matrice de fonctions C*(£2) telles que

Re Y a;(x) Ll = C- 72" | & )?

2,9=1
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pour { = {{;}\;_4.. ..., € C" et a;; = a;; on considére 'opérateur différentiel 4
défini par

Au(x) = — Z 8fex; {a(x) - (x> - cufox;).
i1
Probléme variationnel lié a A. On pose H == L2(£2) et V est le complété
de 2(2) pour la norme

" 172
U (Z J @(x)™ | eufox; * dx) .
i=1 "0

Pour [ o' <1 V est I'espace WI¥Q). Pour 1 <« <1 V est Iespace
Wi(Q) = W%Q). Pour —} < « < 1 A est donc un isomorphisme de ¥
sur V' et I'injection de V dans H est compacte. (C’est une conséquence du
théoréme I1l.1 et de la Sieme propriété des nieéme épaisseurs.)

I’ est le domaine de A4'/% et on a le corollaire suivant du théoréme I11.1
et du lemme I11.2.a.

CorOLLAIRE TI1.2.6. Sous les hypothéses précédentes pour I'opérateur A
ona

~ A si —1/2 <o < 1/m,
Ay $ = C(log nfny—2im si a = 1/m,
A pA-)/(m=1) si Um <a <.

Remarque. (1) Pour o == } on retrouve des résultats dus & Baouendi et
Goulaouic [2]. Notons cependant que ’on n’a pas ici de renseignements
sur les constantes introduites par le symbole ~.

(2) La liaison entre niéme-épaisseur dans un espace de Hilbert et
valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint positif a été faite par
Kolmogorov [7]. Pour plus de détails on peut consulter I'ouvrage de
Lorentz [11, Theorem 9, p. 146].

D’autres auteurs 'ont suivi dans cette voie, par exemple Jerome [20].

(3) Signalons enfin les travaux récents de Nordin [29] et de Cherif [18]
sur le comportement asymptotique des valeurs propres d’un opérateur
elliptique dégénéré.

1V. miME EPAISSEUR DANS LES ESPACES DE SOBOLEV D’ORDRE NON ENTIER

1. DEFINITIONS. Soient £ un ouvert de R™, s un nombre réel positif;
posons s =k + o ot ke N2 et 0 < ¢ < 1. On appelle espace de Sobolev
Ws2(£2) I'espace des (classes de) fonctions u: £ — C telles que

2 | désigne I'ensemble des entiers naturels.
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(D) ue Wee(), i.e., Duec L¥(Q) pour |u | < k.

, | Du(x) — Deu(y)l? _ -
(2) ffﬂxﬂ l xX—y |m+c:0 dx dy < 4o pour ! w | = k.
C’est un espace de Banach pour la norme

| Diu(x) — D u(y)i?
L x — y[mter

| onigy = I 2ny + [[ X dxdy (9)

QxR |u|=k

soit T™ le tore & n dimensions. On désigne par W*?(T™) I’espace des (classes
de) fonctions u: R™ — C, périodiques, de période 27 par rapport & chacune
des variables telles que u |, € W*?(2) pour tout ouvert borné 2. C’est un
espace de Banach pour la norme

ot lyonpmy = Lty llpongsy -
Pour (—s) nombre réel négatif W—*7(2) (resp. W-2(T™)) est le dual de
I'adhérence W+?(Q) de 2(2) dans W+2(Q) (resp. de Ws-»(T™)).
Nous utiliserons la notion d’espace de classe '@ introduite par Lions et

Peetre [10].
Soient 4, c—> A — A, trois espaces de Banach:

(1) Ondit que A4 est de classe £, entre 4, et A, s’il existe une constante
positive ¢ telle que I’on ait

lala <c-ltally’ llalfy, pourtout ae4,.

(2) Ondit que A est de classe 29 entre 4, et 4, §’il existe une constante
positive ¢ telle que pour tout + > 0 et tout ae 4 il existe a;(t) e 4; 1 =0, 1)
tels que

a=ayt) +at) et [a®ly,<c-t’ala;
la(Olly, <c-0alla.

(3) On dit que A4 est de classe #°0 entre 4, et 4, s’il est & la fois de
classe A% et A, entre Ay et A, .

Wor-81s.0(J) est de classe '8 entre W2(J) et Wtr(J)si s et ¢ sont de
méme signe [16, 17, 10].
Dans ce chapitre, nous démontrerons le théoréme.

THEOREME IV.1. Soient J = [0 1[™ un pavé ouvert de R™, s >t deux
nombres réels et 1 < p < +o0; alors

dn SWs,p(J)’ WtD(J)) ~ pols—t/m,
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2. Isomorphisme entre espaces de Sobolev

LEMME 1V.2. Soient T™ le tore ¢ m dimensions, s et 1 deux nombres réels
de signe quelconque tels que s — t € 7,3 p un nombre réel tel que 1 < p << + .
1l existe un isomorphisme I,_, de W*P(T™) sur WH»(T™) qui ne dépend que
de la différence s — t.

a. Pour k € N, construction d’un isomorphisme de W*+L-2(T™) sur We2(T™),
Pour cela, nous allons travailler sur le pavé IT de R™ de cdté 27 centré a
Porigine et utiliser le théoréme.

THEOREME DE MARCINKIEWICZ [12, 13, 24].  Etant donnés 1 < p < + o,
le pavé II de cété 2w centré a I’origine, pour que I'opérateur U défini par

+oo

(Ug)(x) = > Ay ooy i) G €XP KXy + o0 4 M X)
Myseees Npp=—%
ou
o0
g(x) = Y Anyenony, €XD H(myXy + o+ 4 NyXo)
77/1 ..... Ny =0

soit un opérateur continu de LP(II) dans L*(II) il suffit que, pour tout multi-
indice o on ait

PA(E22T 1, A2 D) <M

201+1_2
YoMy, 200 2 — Ay 1 220 2 S M

[my|=2%1

2am+1-2

S IAGERL, 2 ) — M2, £25 - D)) < M

[Py | =2%m

20+l 2

Yo My ey i) — A1y A 1, 1y, ) —
;=20
l?’gjigm

e Xty By s s s o 1) Ay Ly Ly )
4+ (=)™ Any + 1,1y + 1., 1y, 4+ D] << M.

De plus, il existe une constante A, ,, ne dépendant que de p et m telle que

U< Apm * M.

3 7 désigne I'anneau des entiers relatifs.
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On trouve la démonstration de ce théoréme dans le livre de Mihlin [13].
Une condition suffisante, qui implique la précédente, est que A soit la restric-
tion & Z™ d’une fonction @ définie sur R™ telle que

[ x|* | DD| < M pour 0 < |a|l=k<m (1)

ol | x | désigne la norme euclidienne de x.
Les conditions (1) étant vérifiées par les fonctions:

Bo) = (L + %2 + = 4 %977,
Di(x) = x;, - (L 4+ x;2 + = 4 x,2)7/2 (k =1,2,..,m).
On construit 'isomorphisme

Az Wn(Tm) — Lo(T™)

en posant
Au = f,
a0
U= Z Cpyeeony - CXP i(nlxl + o+ nmxm);
’Ill ..... Np=—20
~+o0
f: Z dn1 N ) eXp i(nlxl + o + nmxm)7
nl ..... Ryp=—00
pyeviny = Copevemy, = (L - g% A= 2o - m B2
Comme

(0/0x;) Au = A - oufox; (k = 1,...,m).

A est un isomorphisme de W*2(T™) sur W*1.7(T™) et 4* un isomorphisme
de W=2(T™) sur LP(II™).

b. Pour keN construction d’un isomorphisme de W=*?(T™) sur
W-k-Lo(T™), A construit précédemment opére continiment de & dans 2.
On a donc

19D 9.
Avec
(Au, v) = (u, iAv).

Pour u et v appartenant a H*(T™)
+o0

(Au, v) = Y A+ n?+ D P Uy By

P

= Y tppeny, [ E A b R By ]
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Comme Z(T™) C H{(T™)
Al ggm = A

A se prolonge donc continliment de 2’ dans 2’ et son prolongement est *A.
D’autre part, comme 4 opére continliment de W tL»(T™) sur Whr(T™),
*A | p-x.pymy QUi Opére de W+7(T™) dans W-*-1.7(T™) et est le prolongement
de A4 est continu.
De la méme fagon, on voit que “(471) |y +-1.5yn, Opere continiment de
W-rk-Lp(T™) dans W—*?(T™) et on a

tA 1W7k.p(1]—m) @ t(A—l)‘W—Icvl.ﬂ(Tm) = idW—kfl.p“IM) 5

t(A_l)IW—k—l.D(vm) o 4 IW—Ir.n(-[rm) == idW—Z:.zr( Lmy .

tA |y -x.opmy €st donc un isomorphisme de W—*-»(T™) sur W—+-1.7(Tm),

En composant les isomorphismes ainsi construits, on obtient un isomor-
phisme de W*2(T™) sur Wt?(T™) pourvu que s et ¢ soient entiers.

En utilisant les propriétés d’interpolation, ces résultats sont étendus au
cas ou s et £ ne sont pas entiers pourvu que la différence s — t € Z.

3. n-iéme épaisseur selon Gelfand [15).
Soit 4 une partie d’un espace vectoriel normé E, on appelle, selon Gelfand,

niéme épaisseur de 4 dans E e nombre

(4, Ey = inf sup [ x|

L"e?" xedAnL"

ol & désigne I'ensemble des sous-espaces vectoriels de co-dimension n
de E.
Il est immédiat que la suite d*(4, E) est décroissante.

LemME 1V.3.1. Soient X ¢— Y deux espaces de Banach réflexifs tels que X
soit dense dans Y; alors X' (resp. Y') étant le dual de X (resp. Y) on a:
d(SX, Y) = d*(SY', X'),
d(SX, Y) = d,(SY', X).
Démonstration. 1ére partie. d™(SY', X') < d,(SX, Y)soit §, € R* tel que

d(SX,Y)<$,.
Il existe un sous-espace L, de dimension » de Y tel que

sup dy(x, L,) < 6, .

reSX

Démontrons qu’on peut se ramener au cas ou L, C X.
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Si (9 ,..., m,) est une base de L, , on considére n vecteurs (&, ,..., £,) de X
tels que || &, — 9 lly < e (i = 1,..., n) et 4, le sous-espace vectoriel engendré
par ces vecteurs.

dimAad, =m <n et A4, CX

soit § un nombre réel positif tel que pour tout x € SX il existe y, € L, et
I x — o lly <8, — 0.y, = ¥ioy A(¥,) = ;. Considérons

M=

My - €€ 4,

Zy =

i=1

Ix —zplly <l x — yolly + 1y — zully
< (6, — 0) + Z P ) 1€ — niliy.

Sur L, , ZZ;I | A(¥y2)| est une norme équivalente a || y, ||y . Il existe donc
une constante positive ¢ telle que

[x —zolly < Gp— O +ce-llyely,
[yelly <Bn— 8 +1xlly <O, —0)+K-[[xlx <6, — 0+ K,
Ix—zly <@ — 0 +ce (3, —0+K)
< &, pour € convenablement choisi
dy(x, 4,) <68, V., xeSX.

Considérons 'orthogonal A” de 4, dans X’; il est de codimension m < n
dans X",
Pour y' e SY' N A"

[y llx = sup I, ¥y ox.x | = sup Kx — z,, yox x|
reSX reSX
Kx = Zo, ¥oxx | = KX — 2o, Yor v | < x —2zolly -1V llyr < et

d(SY', X') <dn(SY', X") <8,

2éme partie. d(SY', X') < d™(SX, Y)soit §, € Rt tel que d*(SX, Y) < §,,.
Il existe un sous-espace L™ de co-dimension »n de Y tel que || x|y <5,
VxeSX N L Soient L, I'orthogonal de L” dans Y’ et M,  I’orthogonal de
L" N X dans X’ - L, est de dimension n dans Y'. Montrons que L, = M,-.
M, est de dimension n' < n dans X’. En effet, soit £, un supplémentaire
de L* N X dans X; alors E,- n L™ = {0}.

D’autre part, tout élément y" de Y’ est un élément de X’. Si y’ s’annule
sur L», elle s’annule a fortiori sur L* N X, donc

L,C M,

dim M, < dim L,§ = Ln = M-
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1l suffit maintenant de démontrer que, pour toute y’ € SY’, il existe z,. € L,
telle que || ¥’ — z,. |y << 8, ce qui implique dy(y’, L,) < 8, .
Evaluons

Iy leraxix = sup 14X, ¥ ox,x |
reSXNL"
[Kx, ¥ oxx | = K, ¥y | <5l Xliy -1V |y =28, pour tout xeSX N L»
et

LY iraxlix << 0 .
D’apres le théoréme de Hahn-Banach, il existe w,. € X' telle que

'nx = Y lhax et I W;’ IIx < 0,.

’
Wy

Alors
Zy =y —wyel,

et
X’ < Sn-

1y =zl = 1wy |

Remarque. 1l résulte de la démonstration ci-dessus que, dans la définition
de d”, on a le droit de se limiter aux sous-espaces vectoriels fermés de codimen-
sion A,

LEMME 1V.3.2. Soient A, — A C— A, trois espaces de Banach tels que A
soit de classe K, entre A, et A, . Il existe alors une constante positive c telle
que

d"(SA, , A) < c[d(S4, 4,))/1-0

et
d"(SA4,, A) < c[d™(S4, , AD]°.

lére inégalité. Soit 8, € RT tel que d*(S4, 4,) < 3, .
[1 existe un sous-espace L" de codimension n de 4, tel que

sup [ x4, < 3,
xeSANL"

soit Lm=AnNL"- L™ est de codimension m <<n dans 4. Pour tout
yeS4,Nn L™ on a

Iyla eIy Iyl <e Iyl

donc
z=c |yla-yesSAnL"
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et
1 zlla, = e I y1E° < 8

1yl < eyl < e/ 08700

et
d"(SA4,, A) < d™(S4,, A) < c - 32/(1’9),
d"(SAO N A) < c [d"(SA’ Al)]g/(l_g)'

2éme inégalité. Soit 5, € RT tel que d™(S4,, 4;,) <, .
11 existe un sous-espace L™ de codimension » de 4, tel que

sup ([ X [Ly, < 8,

zeSAyNL"
L™ = [» N A4 est de codimension m << n dans 4.
Pour xeS4,N L™ C S4,N L"
Txfa <e-lxlh” Ixi
<e- 8
et
d™(S4,, A) < d™(SA,,A) < c-8°
d™(S4,, 4) < ¢ - [d"(S4,, ADP.
LemMe IV.3.3. Soient B, —> BC— B, trois espaces de Banach reflexifs
tels que:
(1) B, (resp. B) soit dense dans B (resp. B,).
(2) B soit de classe 4 entre B, et B, .
Alors il existe une constante positive c telle que
d,(SB, B,) < c[d,(SB, , B)]"~"/° M
et

d,(SB, B)) < c[d,(SB,, B)I*°. 2)

C’est une conséquence des lemmes 1V.3.1 et IV.3.2 par passage au dual
en tenant compte du fait que, si A; (resp. A) (resp. 4,) est le dual de B,
(resp. B) (resp. B,), 4 est de type o, avec 8’ =1 — 6 [10].

LemME [V.3.4. Soient E et F deux espaces de Banach tels que ECF et A
une partie de E alors

Yy Vuy, dy 0 A, F) < d, (A, E) - d,(SE, F).
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Soit 9, € R* tel que d, (4, E) <, . Il existe un sous-espace L, de
dimension , de E tel que pour tout x € A il existe y, € L,, et x - y, g <3, .

De méme, si 8,,2 e R* est tel que dnz(SE, F) < 8,n2 il existe un sous-espace
Ly, de dimension n, de F et un élément z ¢ L,, tels que

“l X = Ve
VTS T T &
i ) F

ny

< O,

soit

hx — (yac + Snlz)iiF < Snl . 8n2 ’
L, in, = L, -+ Ly, est un sous-espace vectoriel de F de dimension au plus
ny -+ n, tel que pour tout x € A4 il existe un élément y, -+ Snl z€Ly .y qui
vérifie

” X — (ym + San)Hp < Snl : 8n2
ce qui implique

dyysnf(A, F) < do (A, E) - d,(SE, F).

4. Démonstration du théoréme 1V.1.

a. Majoration. Pourse N etz = 0c’est un cas particulier du théoréme 5.1
de Birman et Solomjak [3].

d(SWEr(J), L*(J)) < ¢ - n~*/m,
On passe facilement au tore T™
d (SWHEP(T™), LP(T™)) < ¢ - npkim
et a 'aide du lemme IV2 4 seZetteZ
d (SWsp(Tm), Whe(Tm™)) < ¢ - p=(s=tim,

On revient au cube J en utilisant un opérateur de prolongement simultané
@: Wer(J)— W2(Tm),

Pour s et t réel positifs. = Soit k un entier positif supérieur a ¢ - W*2(J)
est de classe 0 entre Wrl.5(J) et Wto(J) avec k = 6t + (1 — O)k + 1).
D’aprés I'inégalité (1) du lemme 1V.3.3

d(SWE(J), Wt(])) < ¢ - [d (SWILo(]), Wiko(]J))]1~0/0
<

c- n~(1—6)/m9 = c- n—(k—t)/m.
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s Soit k un entier positif supérieur a s - W*?(J) est de classe #0
entre Wh2(J) et Who(J) avec s = 0t + (1 — O)k. D’aprés I'inégalité (2) du
lemme 1V.3.3

d(SWo2(J), WiP(J)) < ¢ - [d(SWH(J), WhP(J)]'-*

<
<c- p k=000 /m — o . y—(s—t)/m_

Pour s et t réels. 1l existe ke N tel que s + k et ¢ -+ k soient positifs.
Draprés le lemme IV.2 il existe un isomorphisme 7, de W*?(T™) (resp.
Weo(T™) sur Ws+-2(T™) (resp. WiE2(T™)).

On a donc

du(SWH(T™), Wr(T) v d(SW*+o3(Tm), Wrhr(Tm)
et
d (SWer(T™), Whr(T™) < ¢ - n=(s-/m,

On revient au cube J en utilisant un opérateur de prolongement simultané

@: Wso(J) — W2(T™).

b. Minoration. Pour seN et t =0 c’est un cas particulier du théo-
réme III.1. Dans la minoration on a en fait aussi démontré que

d,(SWra(J), L?(J)) = ¢ - n~*im,

Le lemme IV.2 nous permet de passer & s et ¢ entiers positifs.

Pour s et t réels positifs. * Pour tout entier k < s, il existe un entier A
tel que

Wk+h,p(J) C > Ws,p(]) Cs Wk,:u(‘])'
D’aprés le lemme 1V.3.4

¢ - L dop (W), WRAT))
< di(SWE2(T), WHH(I))x d(SW(J), WE2(]))
¢ - nhm L 9 m g (SWe(T), WE(J))
et
d(SWo2(J), Wh(T)) > ¢ - p=ta=io/m,

* Soit k un entier strictement inférieur a ¢

Wo.n(J) Cs Who(J) C> WED(]),
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D’aprés le lemme 1V.3.4

C’ . n—(s_k)/m \<\ dgn(SW‘q’I’(.]), VVZ"'“(J))
d (SWsr(J), Wer(INDx d (SWHo(J), Whi(J))
(.” . dn(SWs,p(J)’ Wt,]r(J)) -1 (t—k) fm

AR/

et
d(SWsr(J), Wtr())) = ¢ - ns=Dim,

Le lemme IV.2 nous permet de passer a s et ¢ réels de signe quelconque.

5. Généralisations. (a) Le théoréme ['V.1 est encore valable si on rem-
place J par 2, Q étant une variété a bord C=, compacte, de dimension m.
La démonstration se fait par cartes locales et partition de I'unité.

(b) On appelle opérateur de s-prolongement relatif & un ouvert £2 de
Rm et 4 p, un opérateur & (s’il existe) linéaire et continu de W*?(£2) dans
We2(R™) tel que p o @ = idws.() Ol p est opérateur restriction.

On dit qu'un ouvert £2 de R™ a la propriété de prolongement simultané
§’il existe un opérateur de prolongement & indépendant de s et p [1, 8, 14].

Le théoréme IV.1 est encore valable si on remplace J par £ ouvert borné
de R™ ayant la propriété de prolongement simultané. Pour la minoration
il n’y a rien a changer 4 la démonstration car, {2 étant borné, on peut se
ramener au cas ol J C . Pour la majoration on passe de J a £ en utilisant
lopérateur .

V. ESPACES AVEC DEUX PoiDs

Notations. J=10,1[ x [0, 1[; 1 <{p <L 4+ o0; B, o et a, réels.
E, 0y = {u; X", € L7(J), y™u,’ € L*(J); u |y = 0},
E,.=E,,
Nttlle, o = Welpoy = 13w Wy 1%y 7)™
L)) = {u; xPu e L(J)},
Lyy(J) = {u; yu e L*(J)}.
LEMME V.. Pourl <p < +o0,a+ 1/p £ 1
E, oo L2y) et E o L2 0).

Démonstration identique a celle du lemme III.1 en utilisant 'inégalité
de Hardy.
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PROPOSITION V.1. Pourl <p <+, a; et a,€ [0, &,

d(SE, .., L*(J)) ~ n12.

1oy 3
Minoration.
W) <> ooy > L)
et
A(SEuyn, L)) = dSWHH(T), L)) = ¢ - n7",
Majoration.

o = max{ay, , o) E

di(SE,, o, » L") < d(SE, , L7(]))

C_» sz C_» LLD(J)
1,02 2

et il suffit de majorer d,(SE, , L?(J)).

(1) Sur J0,8[ x 10, 1{ et 15, 1[ x ]0,8] on approche u par 0, Si
o+ 1/p # 1 de E, ¢ L2, (J) < L¥(J)

on déduit par changement de variable
é 1
[ ax [ 1uge, pyirdy < ¢ - 87 ul, (1)
0 1]
de E, ¢~ L, ,(J) ¢ L?(J) on déduit par changement de variable
1 8
| [ ue, p)17 dy < 2877 @
8 0

sio+ 1/p =1, il existe o’ tel que &« < o’ <} et o’ + 1/p == 1. Du fait que
E,C—> E, on déduit

& 1 ’
fo dx f | uCx, Y dy < c*8" ™ | ulZ,, ()

1 8 ,
[Cax [ tutx, )1 dy < "8 | ul,. @)
8 0
Pour € > 0 donné on prend

§ = (V-0 si ot 1jp £ 1,
§ = (1) s ot 1fp = 1.

On approche ainsi u & € prés sur chaque pavé 10, 5[ x 10, 1[ et ]6 1] x 10, 8[.

640/10/3-7
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(2) On partage maintenant 8, I[ x ]38, I[ en cubes 4. Sur chaque
cube 4 on approche u par sa moyenne

Pa =11 41 [ ulx, y)dx dy.
Ja

On obtient les cubes 4 de la maniére suivante:

On divise 18, 1[ par des points t, = 8, ,..., t, = 1. Chacune des deux
bandes de largeur (t, — t,) est subdivisée en cubes de coté (¢, — t,) et d'une
maniére générale celles de largeur (1, — ¢,_;) en cubes de ¢c6té /; =1, — 1, .

1

[
L

On détermine /; de maniére a avoir
f |u(x, ) — Pau|? dx dy < e L (e L' Ce, DIP + 37 [ uy/(x, y)[?)dx dy.
4

Alors si on appelle 5 la subdivision de J obtenue et P 'opérateur qui, 4 u,
fait correspondre O pour x < 6 ou y << é et P,u pour (x, y)e 4

1 1
[ [ 1u, y) — Poul” dx dy < & - [lull,
3 Ve

soit

b~ Pattl ) < e llte]s, -
Détermination de I;. D’aprés I'inégalité de Poincaré
f | u(x, y) — Pu|? dx dy
A4

Sl — 697 [ (w7 + /(5 )I7) d dy,
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Comme sur 4, x > t; ety > t; 4

[ Tute y) — P v dx dy

< e g [ o [ P 0 s ) i dy

si max ¢ [Pt < e
2
1 »1
[ [ 1o ) — pan1?dxdy < € Julz,.
8 v

La détermination de /; a été faite au cours de la démonstration du théo-
réme III.1. On trouve

I, A /=) jajtl=o), 1; A /1= j1/i-)

eth ~etpour htel que 1, <1 <t
Evaluons le nombre » de pavés de la subdivision de J.

2
22 ’+2h~1<2 Zl"+2h—1
j=1 j=1

n h

z 71 Ay V) Z j—u/(lfu) ny ¢V U-0p -2 /0-0) o 2

7
j=1 i=1

et

R
2V P43 e

j=1
11 existe une constante positive ¢ telle que e < ¢ - n~12 et
d,(SE, , L?(J)) < ¢ -n12

Dans le cas ol p = o0 la démonstration se fait de la m&me maniére.
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