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I. INTRODUCTION

Le but de ce travail est l'evaluation de la nieme epaisseur de la boule
unite d'un espace de Sobolev pour la norme d'un autre espace de Sobolev.
Cette notion a ete introduite par Kolmogorov [7].

Dans la premiere partie nous considerons des espaces de Sobolev avec
poids et generalisons une partie des resultats de Birman et Solomjak [3].

Le cas hilbertien nous permet de donner en application Ie comportement
asymptotique des valeurs propres d'un operateur elliptique degenere qui
rejoint l'etude faite par Baouendi et Goulaouic [2].

Dans la seconde partie nous generalisons les resultats pour les espaces de
Sobolev d'ordre non entier.

Dans la troisieme partie on s'interesse aun espace avec deux poids.
Je remercie Grisvard et Zerner qui m'ont suggere ce travail et dont l'aide

m'a ete precieuse.

II. DEFINITIONS

1. n-ieme epaisseur dans un espace vectoriel norme

Soit A une partie d'un espace vectoriel norme E, on appelle, selon
Kolmogorov, nieme epaisseur de A dans E Ie nombre

dn(A, E) = inf sup inf II x - y liE
EnEGn(E) J:EA YEEn

ou Gn(E) designe l'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension n de E.
On ales proprietes suivantes:

(1) do(A, E) est Ie rayon de la plus petite boule centree a l'origine
contenant A.

(2) dn(exA, E) = ex . dn(A, E) (ex ?': 0).
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(3) A C B ~ dn(A, E) ~ dn(B, E).

(4) dn(A, E) = 0 -¢> {Il existe un sous-espace vectoriel de dimension n

de E contenant A}.
n-4+oo .

(5) La suite dn est decroissante. De plus, pour que dn --+ 0 II faut
et il suffit que A soit precompact.

THEOREME DE KREIN. Soit En+l un sous-espace de dimension (n + 1) d'un
espace de Banach E et Un+l la boule unite de En+l . Alors

Le lecteur interesse pourra trouver la demonstration de ce theoreme dans
l'ouvrage de Lorentz [11]. (Dans Ie cas hilbertien la demonstration est
immediate.)

2. Espaces de Sobolev avec poids

On notera J Ie pave ouvert ]0 1[m de IRm, J = J' x ]0 1[, x = (x', t) ou
x' E IRm

-
1

. Pour tout multi-indice fL = (fLl ,..., fLm), fLi E N, I fL I = L:l fLi et
D"" =, al fL 1/8xi1 ••• 8x~.

Pour 1 ~ p ~ + 00, jj E IR, L~iJ) est l'espace des (classes de) fonctions
u: J --.. C telles que t-8u E U(J).

k etant un entier positif, on appelle espace de Sobolev W;,P(J) l'espace
des (classes de) fonctions u: J --.. C telles que taDlJ.u appartienne it LP(J) pour
It' I '0;; k. C'est un espace de Banach pour la norme

II u II:;'k,p(J) = L II t
a

D""u Ilrp(J) .
~ IIJ.I (;"

Avec la modification habituelle si p = +00. W;,P(J) est I'adherence de
fJ)(J) dans W:,P(J). Sur W;,P(J), (LI,,"I~" II t~DlJ.u Ilf"(J»)l/P est une norme
equivalente a II u Ilwk,p(J) si ex + lip rt {l, 2, ... , k} [4]. Nous n'utiliserons
d'ailleurs pas cette pr"opriete.

Etant donnees deux suites {un} et {vn} on dit que Un ~ Vn s'il existe deux
constantes positives A et B telles que AUn ~ V n ~ BUn pour "n assez grand."

SE designera la boule unite d'un espace norme E.

III. nIEME EPAISSEUR DANS LES ESPACES DE SOBOLEV AVEC POlDS

LEMME IILl (Pierre Grisvard [6]). Pour 1 < p ~ + 00, k entier positif,
ex reel tel que ex + lip rt {I, 2, ... , k} on a

W;,P(J) c--.. L~-IM).
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Demonstration par recurrence

(l) k == I pour u E !?2(J) on a

si ex

si (xI u(x', t)1 ~ j't I!, u(x', S)[ ds
() c,\

r-,if I a I
I u(x', t)1 ~ -;::- u(x', s)1 ds

-t os ,

II dx' r tb-1)J! I u(x', t)jP dt
o 0

",·-x ",-j 7

= J' dx' j -f(0-11" u(x', t)II' dt
o 0

lip < I,

lip> I,

~ rif

dx' (~~)I +Pi) J' t if

fOP I :t u(X', tf dt

(Inegalite de Hardy) [19]

~ (I -PI + I)J! /,1 dx' ( t"!' I ~ u(x', t)ll' dt
O/,p P ( _() • 0 ot

~ C ' II u 11:lr~.p(J) ,

Le cas p = +00 se traite de la meme maniere.
Comme !?2(J) est dense dans W~·J!(J) cette inegalite se prolonge a W~·l'(J).

(2) Soit u un element de W;·l'(J).

u, aulox; (j = 1,... , m - I), eulot sont des elements de W~-l,j)(J) done,
d'apres I'hypothese de recurrence, de L:_k +1(J); ce qui implique que u
appartient a W~'-~+1(J)

W:,P(J) c-+ W;'-~'+l(J) c-+ L~_k(J).

LEMME III.2 (P. Bolley et J. Camus [4]). Pour I < p ,,( + (x), k entier
positif, 0/, reel tel que 0/, + (lIp) rf' {I, 2, ... , k}, p reel, l'application

u~ tOu

est un isomorphisme de W;·P(.J) sur W~·~(J).

Demonstration. Posons
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Pour u E W;'P(J),

et
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si [fL [ ~ k.

Ce qui implique que

pour I fL I ~ k.

II est clair que I'application est injective et que Ia bijection reciproque
est l'application u 1--+ t-pu.

THEOREME III, J.l Pour I < p ~ + 00, k entier positif; ex et f3 reels tels
que ex + f3 < k posons dn = dn(SW;,P(J), L~flJ)); alors:

(l) Siex+f3<klm

(2) Si ex + f3 = kim et ex + (lIp) ¢ {I, 2, ... , k} if existe une constante
positive B telle que

(
log n )k/m

dn ~B --- .
n

(3) Si kim < ex + f3 < k

Demonstration. Jere partie. Nous commen~onspar ramener Ie probleme
au cas au ex et f3 sont de meme signe sauf pour kim < ex + f3 < k, f3 < 0 et
ex + (lIp) E{I, 2, ... , k}.

(1) ex < 0 et f3 ?o O. ex + (lip) < I et l'application

est un isomorphisme simultane de W;,P(J) sur Wk,JJ(J) et de L~f!(J) sur
L~(.+f!)(J); ce qui implique

1 V. M. Tinomirov (23) a demontre pour m = 1 que dn(SWk,OO(J); LOO(J)) "" n-k.
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(2) IX;;: °et f3 < 0. Si IX -i- (lIp) if' {I, 2, ... , k} l'application II~ t-BII

est un isomorphisme simultane de W;,V(J) sur W:;~(J) et de L~IM) sur U(J);
ce qui implique

Si IX + (lIp) E {1, 2, ... , k} et ex + f3 < kim il existe ex' et IX" tels que
ex' < ex < ex", ex" +- f3 < kim, ex' +- (llpH {I, 2, ... , k} et ex" +- (l/pH {I, 2, ... , k}.
Les inclusions

nous permettent de conclure.

2eme partie. Demonstration du theoreme pour ex ~ 0, f3 ~ 0, p < + 00.

Le cas p = +- 00 se traite de la meme maniere.

(l) Majoration. Dans toute la demonstration C designe une constante
positive qui depend de ex, {3, k, p, qui ne sera pas toujours la meme.

(l.a) Soit 8 un nombre reel tel que °< 8 < l. On approche u par 0
sur Ie pave J' x ]0 8[.

Si ex +- (llpH {1, 2, ... , k}, d'apres Ie lemme III.!

Alors

f f
o • .1

dx' t-BP Iu(x)iP dt = 81
- BP J dx' J r BP i u(x', 8sW ds

J' 0 l' 0

f
.1

:c::;; 81- BP dx' J s(a-k)p I u(x', 8s)[P ds
J' 0

Ii

f dx' f t-BP I u(x) IPdt :c::;; C . 8kP-(<x+8)p II u li;tk,p(J) . (l)
J' 0 Q

Si IX +- (lIp) E {I, 2, ... , k} il existe ex' > ex tel que ex' +- (lIp) if' {I, ... , k} et
IX +- {3 < ex' +- {3 < k. Alors W;,P(J) c--+ W;:P(J) implique

f dx' f" t-BP I u(x)I Pdt :c::;; C . 8kv-(a'+IJ)p II u II;tk,P(J)' (1')
J 0 Q
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Pour € > 0 donne, (I) au (I') implique

J dx' J5 t-13P I u(x) IPdt ~ €p . II U lI~k,p(J)
J' 0 a

en prenant
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(2)

c . OkP-(~+I3)p = E P

C . Olcp-(~'+f3)p = €p
Sl ex + (lIp) rt {I, , k},

si ex + (lIp) E {I, , k}.

(1.b) On partage maintenant J' x ]0 I[ en cubes Ll. Sur chaque
cube Ll on approche la fonction u par Ie polynome P,ju de degre (k - 1)
tel que f,j (D"u(x) - D"P,ju(x)) dx = 0 pour I fL I < k.

On obtient les cubes Ll de la maniere suivante: On divise ]0 1[ par des
points to = 0 < t1 < ... < th = 1; si Ij = tj -- t j _ 1 , pour t j - 1 < t < t j Ie
cube Ll a pour cote Ij •

~

t
2
.....,

On determine Ij de maniere aavoir

I I u - P,ju IP t-13P dx' dt ~ €p r L I D"u(x)]P tap dx' dt.
,j .,j i"[~lc

Alors si on appeIIe E Ia subdivision de J obtenue et PE I'operateur qui,
a u, fait correspondre 0 pour t < 8, P,ju pour x E Ll

J I U - PEU IV r 13v dx' dt ~ €v L II t aD"u II~p(J)
J l"l~k

soit

II u - PsU IILP (J) ~ € • II U IIWk,p(J) •
-f3 a
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r :u(x) -- P.1u(xW' t- 1JP £Ix
'.1

r;!{' , i u(x) - - P.1u(x)' JI dx.
'.1

On utilise l'inegalite de Poincare. Comme f.1 (u(x) P.1u(x) dx = 0

f I u(x) --- P.1u(x)IP dx ~ c· (t j -- t; __l)1> /' i I ~~ (x) -- .0. p.1u(x)IP dx
.1 '.1 i~l ox! OXi

(x", = t).

On applique anouveau I'inegalite de Poincare [21] autant de fois que cela
est necessaire et on obtient

f I u(x) - P dU(XW t-1311 dx ~ C . r;!N;1I r L I D"u(x)!11 dx,
.1 ·.1I'<~/c

f I u(x) - P.1u(x)i p t-1311 dx ~ C . t;~tc(3)1I/~1I f L t0l.1I I D"u(x)j Pdx. (3)
.1 .1 I"l~/c

On veut que

so,'t I· < C· lIkt (OI.+I3)//C \-I.
}~---..::.: E }-1 VJO

Si ex + (lIp) ~ {I, ... , k} posons a priori Ij = a . EO 'jY OU a est une constante
achoisir a = I/(k - (ex + fJ)) et y = (ex + fJ)a. Alors

i

t; = 8 + a . EO • L rY
•

r~l

Si ex + (lIp) EO {I,oo., k} on remplace a par a' = I/(k - (ex' + fJ)). Comme

si ex + (Ilp)¢ {I,oo., k}

L~~l rY R::! jy+l = jko et 8 R::! E1 /(1c-(0I.'+I3» si ex + (lIp) EO {I,oo., k} (ex' > ex),

et

1 . t-(OI.+I3)/lc cv 11k
j j-I ,-...;:; E •

Soit h tel que

soit
(4)

* Pour m = I on a approche tout element de la boule unite de W~·1I(J)

par un sous-espace vectoriel de dimension n = kh et il existe une constante B
positive telle que
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** Pour m > 1, evaluons Ie nombre n' de cubes L1 de la subdivision E

h h h

L (/i1)m-l ~ n' ~ L (/i1 + l)m--l ~ L (2/i1)m-l

i=1 i=1 i~l

h
n' ~ e-(m-l)/(k-(o:+B)) L j~«m-l)(O:+S))/(k-(O:+B))

i~l

si ex + fJ < kim,

hL _r«m-l)(o:+B»)/(k-(o:+B» ~ /z-«m-l)(o:+s)/(k-(o:+S»+I = h(k-m(o:+B»/(k-(o:+B»

i=l

soit

On a approche tout element de la boule unite de W:,P(J) par un sous-espace
vectoriel de dimension n = en' au e est la dimension de l'espace vectoriel
des polyn6mes am variables de degre ~k - 1.
et

si 0:: + fJ > kim,
hL j-«m-l)(O:+B»/(Jc-(o:+B» ~

i=l

soit

et
diSW:,P(J), V'--iJ)) ~ B . n-(k-(o:+B))/(m-1)

si 0:: + fJ = kim,

h hL j-«m-l)(o:+B»/(k-(o:+B» = L j-l r-o.J log h
i=l i=l

n' ~ e-(m-l)/(k-(o:+S)) log h = e-m1k log h ~ e-m1k log e-1/k

log n' ~ ~mlk log e + log log e-1/k

log n' mlk -l- log log C 1/ k

-n-'- ~ e I log e-1lk

log n' mlk. (lOg n') kim
-n-'- ~ €, -n-'- ~ E

et
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Remarque. Dans certains cas, par exemple:x = 0, fJ < lip et m < kp
ou bien ex = 0 et m ;.::: kp on retrouve des cas particuliers de resultats de
Birman et Solomjak [3].

2. Minoration

Soit f(J E PiJ(J). On partage ]0 1[ en s sous-intervalles et on obtient une
partition de I en sm cubes II de cote lis. On definit f(J1 par f(J1(X) = f(J(sx - I),
1= (/1"'" 1m), 0 ~ Ii ~ S - 1, i = 1, ... , m. Alors f(J1 E PiJ(II).

* Pour 0 ~ ex + fJ < kim. Soit En+1 Ie sous-espace de L~lI) engendre
par les [onctions f(Jl . Si Y = (Yl ,... , Ym), En+! = {fy = L Ylf(JI}; dim En+! ==

n + 1 = sm I

11J;, Ilf~IP) = I
J
I~ Ylf(Jl(xf t-

Bp
dx ?': {I ~ Yl . f(J1(xf dx

= L I Yl IP I I f(J1(XW dx = s-m L 1Yl IP
• II f(J IlfV(J)

I J, I

~ L JII Yl Di<f(Jl(xf dx = L: L: I Yl IP I 1 Di<f(JI(X)IP dx
ii<l(;k J I 1i<I(;k I J t

= L L 1 Yl IP I sli<lp I(Di<f(J)1 (x)IP dx
1i<I(;k l J,

= r m L: I Yl IP L sli<I'p I 1 Di<f(J(x)iJJ dx
l 1t.LI~JI: J

k

~ C . r m L sli<l'j) L IYl IP ~ C . r m L srp L IYl IP
1i<I(;k I r=O I

/,

I srp "-' Sh: P

r~O

et

La boule Br de rayon r = C-lrk de En+! est donc contenue dans la boule
unite de W~·P(I). En utilisant Ie theoreme de Krein et les proprietes de la
nieme epaisseur, on obtient:
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Comme (n + 1) = sm, n ,....., sm. 11 existe donc une constante positive A
telle que

** Pour kim < ex + fJ < k. Soit En+! Ie sous-espace de U'-flJ) engendre
par les fonctions CfJt telles que 1m = °

En+! = If,, = L: YtCfJt! dim En+! = 11 + 1 = s(m-l)
tm~O

11f" 11:t,~,p(J) = L JI I Yt' DILCfJt(x)jP t"'P dx
IILI<k J tm~O

I L: I Yt IP J t"'P IDILCfJt(x)IP dx
]ILI<k tm~O J,

~ r"'P I I I Yt IP J I DILCfJtCx)!P dx.
IILI<k lm~O J,

Un calcul identique au precedent (cas ex + fJ < kim) donne

11f~ 11:t,~,p(J) ~ C . skp-",p-m I I Yt IP
1m=0

et

En utilisant Ie theoreme de Krein

3eme partie. Demonstration du theoreme pour ex < 0, fJ < 0.
La majoration est une consequence de

W:':P(J) c+ Wk':P(J) e-. £1'(J) e-. L~rlJ)

dn(SW:':P(J), L'!.rlJ)) ~ dn(SWk':P(J), L~rlJ)) ~ dn(SWk,:P(J), £1'(1)).

Minoration. Soient a = ct,..., i), Q = tJ + a.
On reprend la demonstration faite dans Ie cas ex ;? 0, fJ ;? 0, ex + fJ < kim

en substituant Ie cube Q au cube J.
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4eme partie. Demonstration du theoreme pour x f3 k/I77. f3 < 0,
p < ..~ x et (\ + (ljp) E' {I, 2, ... , k}.

(I) Pour la majoration, l'inegalite (3) est remplacee par

r i u(x) - P,1U(XW t-(31
) dx

',1

On a alors

C . t j -
fl1'tj':f'I: v ( I ta,) I D"u(xW dx.

'.:l II' ~k

avec

La fin de la demonstration est sans changement.

(2) Pour la minoration, on prend pour En+! Ie sous-espace de L'!.I3(J)
engendre par les fonctions <pI, telles que 1m = I.

De ljs < t < 2js on deduit

On termine en utilisant Ie theoreme de Krein. Le cas p = + 00 se traite de la
meme maniere.

2. Gbuiralisation

Soient fJ une variete a bord C"', compacte, de dimension m et <p une
fonction de classe COO(fJ), positive dans Q, nulle a l'ordre 1 au bordo

On appelle espace de Sobolev W;,P(Q) l'espace des (classes de) fonctions
u: Q --+ iC telles que <pa. D"u E U(Q) pour i fL I ~ k. C'est un espace de
Banach pour la norme

W;,P(Q) est l'adherence de 2&(Q) dans W~f,P(Q) et L~iQ) est l'espace des
(classes de) fonctions u: Q --+ iC telles que <p-BU E Di(Q).

Le theoreme JILl est encore valable si on substitue Q aJ. La demonstration
se fait par cartes locales et partition de l'unite.

3. Comportement asymptotique des valeurs propres d'un operateur elliptique
degenere

Nous generalisons ici un resultat de Boutet De Monvel et Grisvard [5].
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(a) Soit A un operateur non borne, auto-adjoint, de domaine D A dans
un espace de Hilbert H. Sur DA on prend la norme du graphe; si l'identite
DA ~ H est compacte, alors Ie spectre {A,,}n>l de A est discret et reel, chacune
des valeurs propres ayant un ordre de multiplicite fini. De plus, il existe une
base orthonormale {<Pnln>l de H telle que

et "In.

Nous utiliserons Ie resultat connu suivant.

LEMME III.3.a. Soit A un operateur non borne, auto-adjoint, de domaine
DA dans un espace de Hilbert H tel que {'injection DA --->- H soit compacte,
alors

hant entendu que les An sont rangees par ordre de module croissant.

Majoration. Considerons Ie sous-espace En de dimension n engendre par
<P1 ,... , <Pn . Pour tout element u E SDA

i>n

sup d(u, En) ~ (1 + 1 An+l i2r 1
/
2

•
UESDA

Minoration. Pour tout element u du sous-espace En+l de dimension
n + 1 engendre par <P1 ,... , <pn+l on a

II u 111n+1 = L I(u; <Pi)1 2 ?o (1 + 1An+1 12)-1 L (l + I Ai 12) I(u; rpiW,
i<n+l i~n+l

Soit

et

D'apres Ie theoreme de Krein et les proprietes de la nieme epaisseur

dn(SD A , E) ?o (I + 1 An+l 1
2)-1/2.

(b) Soit!J une variete abord em, compacte, de dimension m et <P une
[ouction de cIasse em(!J), positive dans Q, nulle a l'ordre 1 au bordo

{aij}i.j~l .....m etant une matrice de [onctions em(!J) telles que

m m

Re L ailx ) ~i~j > e· L 1 ~i ]2
i,i=l i;.~l
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pour' =':u ;~l. .... m E= em et au = ajl on considere I'operateur differentiel A
dMini par

HI

Au(x) ~~ - L c(ax; {a·;;ex) . <p(X)2~ . eu(ax;}.
i ,j"--=l

Probleme variationnel lie a A. On pose He·· L2(Q) et Vest Ie complete
de EIJ(Q) pour la norme

u .-->- (.~ J <p(X)2C£ [ ou(ox; [2 dx(2.
,~l f!

Pour l ,x < t Vest l'espace J¥;.2(Q). Pour t· ex < 1 Vest I'espace
W;·2(Q) = W;·2(Q). Pour -~ < ex < I A est done un isomorphisme de V
sur V' et l'injection de V dans H est compacte. (C'est une consequence du
theoreme III.l et de la 5ieme propriete des nieme epaisseurs.)

Vest Ie domaine de Al!2 et on a Ie corollaire suivant du theoreme III.1
et du lemme TIL2.a.

COROLLAIRE TII.2.6. SOUS les hypotheses precCdentes pour l'operateur A
on a

:-:::: n2jm si -1(2 < ex < I(m,
An ;;: C(log n(n)~2!m si ex= l(m,

"" n(2(1-c£))!(m-l) si l(m < ex < 1.

Remarque. (1) Pour ex = t on retrouve des resultats dus a Baouendi et
Goulaouic [2]. Notons cependant que I'on n'a pas ici de renseignements
sur les constantes introduites par Ie symbole ~.

(2) La liaison entre nieme-epaisseur dans un espace de Hilbert et
valeurs propres d'un operateur auto-adjoint positif a ete faite par
Kolmogorov [7]. Pour plus de details on peut consulter l'ouvrage de
Lorentz [II, Theorem 9, p. 146].

D'autres auteurs I'ont suivi dans cette voie, par exemple Jerome [20].

(3) Signalons entin les travaux recents de Nordin [29] et de Cherif [18]
sur Ie comportement asymptotique des valeurs propres d'un operateur
elliptique degenere.

IV. 11lEME EPAISSEUR DANS LES ESPACES DE SOBOLEV D'ORDRE NON ENTlER

I. DEFINITIONS. Soient Q un ouvert de \R.m, s un nombre reel positif;
posons s = k + a OU k E ['\::J2 et 0 < a < 1. On appelle espace de Sobolev
ws.JI(Q) l'espace des (classes de) fonctions u: Q -+ C telles que

2 ['\::J designe I'ensemble des entiers naturels.
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(1) UE Wk,1'(Q), i.e., Dl.lu E LP(Q) pour I fL I ~ k.

('2) II I Dl.lu(x) - Dl.lu(y)IP
I _ Im+<11' dx dy < +00

nxn x y

C'est un espace de Banach pour la norme

pour I fL I = k.

soit lrm Ie tore an dimensions. On designe par ws,1'(lrm) l'espace des (classes
de) [onctions u: IRm ---+ C, periodiques, de periode 27T par rapport a chacune
des variables telles que u In E WS,1'(Q) pour tout ouvert borne Q. C'est un
espace de Banach pour la norme

II u liw"p(lfmj = II uJ [lw"p(J) .

Pour (-s) nombre reel negatif W-s.P(Q) (resp. W-s,P(lrm» est Ie dual de
l'adherence Ws.P(Q) de !:P(Q) dans WH(Q) (resp. de WS,1'(lrm».

Nous utiliserons la notion d'espace de classe ,fB introduite par Lions et
Peetre [10].

Soient Ao c---+ A c---+ A l trois espaces de Banach:

(1) On dit que A est de classe .:fe entre Ao et A l s'il existe une constante
positive c telle que l'on ait

pour tout a E Ao .

(2) On dit que A est de classe ,f8 entre Ao et Al s'il existe une constante
positive c telle que pour tout t :> 0 et tout a E A il existe a;(t) E Ai (i = 0, 1)
tels que

a = ao(t) + al(t) et II ao(t)IIAo ~ c . t- 9 [I aliA;

[I al(t)IIA1 ~ c . t l
-

8 II aliA'

(3) On dit que A est de classe ,fB entre Ao et A l s'il est a la [ois de
classe ,f8 et .:fe entre Ao et Al .

W8t+(l-8)s,1'(l) est de classe ,fB entre WS,1'(l) et WI'1'(l) si s et t sont de
meme signe [16, 17, 10].

Dans ce chapitre, nous demontrerons Ie theoreme.

THEOREME IV.I. Soient 1 = ]0 l[m un pave ouvert de IRm, s ~ t deux
nombres reels et 1 < p < +00; alors
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2. lsomorphisme entre espaces de Sobolev

LEMME IV.2. Soient lfln Ie tore am dimensions, s et l deux nombres reels
de signe quelconque tels que s - t E Z',3 pun nombre reel tel que 1 < p < -rYJ.

11 existe un isomorphisme I s- t de WS,IJ(lfm ) sur Wt.JJ(lf"') qui ne depend que
de la difference s - t.

a. Pour kEN, construction d'un isomorphisme de Wk+1•IJ(lf'n) sur Wk.IJ(lf ln
).

Pour ceIa, nous allons travailler sur Ie pave II de IRm de cote 27T centre a
l'origine et utiIiser Ie theoreme.

THEOREME DE MARCINKIEWICZ [12, 13, 24]. Etant donnes 1 < p < + 00,

Ie pave II de cote 27T centre al'origine, pour que l'operateur V defini par

(Vg)(x) =

ou

g(x) =
+oc

L

soit un operateur continu de DJ(II) dans LIJ(II) it suffit que, pour tout multi
indice ex on ail

2~1+1-2L [.\(n1 , ±2~2+l, ... , ±2~m+l) - .\(n1 + 1, ±2~2+l, ... , ±2~m+l I ~ M
Inll=2~1

2IXm+1-2L I .\(±2~1+\ ... , ±2~m-l+\ nm ) - .\(±2~l+l, ... , ±2~m-l+\ nm + 1)[ ~ M
Inml~2~m

2~,+1-2

I [.\(n1 , ••• , nm ) - .\(n1 + 1, n2 ,... , nm ) 

Inil~2~i

1<;;i<;;m

- .\(n1 , n2 ,... , nm - 1 , nm + 1) + .\(n1 + 1, n2 + 1,... , nm) + ...
+ (-I)m .\(n1 + 1, n2 + 1,... , nm + 1)1 ~ M.

De plus, it existe une constante A p •m ne dependant que de p et m telle que

II VII ~ A p •m • M.

3 Z' designe l'anneau des entiers relatifs.
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On trouve la demonstration de ce theoreme dans Ie livre de Mihlin [13].
Vne condition suffisante, qui implique la precedente, est que Asoit la restric
tion a lLm d'une fonction <P definie sur IRm telle que

I X Ik I D~<P I ~ M' pour O~; I ex I = k ~ m (1)

(k = 1,2,... , m).

OU [ x I designe la norme euclidienne de x.
Les conditions (1) etant veriflees par les fonctions:

(Po(x) = (1 + X 1
2 + ... + X m

2)-1/2,

<Pk(x) = X k • (I + X1 2 + ... + X m
2)-1/2

On construit l'isomorphisme

A: Wl.1'Clfm) -+ LP(lrm)

en posant

Au =f,

Comme
(k = 1'00" m).

A est un isomorphisme de Wk,lJ(lrm) sur Wk-l,P(lrm) et Ak un isomorphisme
de Wk.P(lrm) sur LP(IIm).

b. Pour kEN construction d'un isomorphisme de W-k,p(lrm) sur
W-k-l,P(lrm). A construit precedemment opere continftment de E0 dans E0.
On a donc

Avec
(Au, v) = (u, tAv).

Pour u et v appartenant a Hl(lrm)

(Au, v) =

+00

L Un1oo' nm • [(1 + n1
2 + ... + nm

2)1/2 Vn1·oo nm]

= (U, Av).



284 AMAR EL KOLLf

A se prolonge donc contimlment de [2' dans :;»1 et son prolongement est tAo
D'autre part, comme A opere continfiment de Wlc+1,P(lrm) sur Wlc,p(lrm),

tA IW-k,p(lfm) qui opere de W~k,ll(lrm) dans W-lc-l.p(lrm ) et est Ie prolongement
de A est continuo

De la meme fayon, on voit que t(A-l) Iw~",p(lrm) opere continilment de
W-lc-l,P(lrm) dans W-lc,P(lrm) et on a

tA IW~k,p(lrm) 0 t(A-l)lw~k_l.P(lfm) = idW-k-l. p (1';m) ,

t(A-l) Iw~k-l,p(lfm) 0 fA I W~k.,,( lrm) = idw-k,j'(, m) .

tA IW-k,p(lfm) est donc un isomorphisme de W-k,P(lrm) sur W-lc~l·p(lrm).

En composant les isomorphismes ainsi construits, on obtient un isomor
phisme de WS,P(lrm) sur Wt,P(lrm ) pourvu que s et t soient entiers.

En utilisant les proprietes d'interpolation, ces resultats sont etendus au
cas OU s et t ne sont pas entiers pourvu que la diff'erence s - t E 71.

3. n-ieme epaisseur selon Gelfand [15].

Soit A une partie d'un espace vectoriel norme E, on appelle, selon Gelfand,
nieme epaisseur de A dans E Ie nombre

dn(A, E) = inf sup Ii x I:E
LtlE,Pn XEAfI Ln

OU yn designe l'ensemble des sous-espaces vectoriels de co-dimension n
de E.

II est immediat que la suite dn(A, E) est decroissante.

LEMME IV.3.1. Soient X c---.. Y deux espaces de Banach reflexifs tels que X
soit dense dans Y; alors X' (resp. y') elant Ie dual de X (resp. Y) on a:

dn(SX, Y) = dn(Sy l
, X'),

dn(SX, Y) = dn(SY', X').

Demonstration. Jere partie. dn(SY', XI) ~ dn(SX, Y) soit on E IR.+ tel que
diSX, Y) < On .

II existe un sous-espace Ln de dimension n de Y tel que

sup dy(x, L n ) < On .
xeSX

Demontrons qu'on peut se ramener au cas OU Ln C X.
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Si (1]1"'" 1]n) est une base de L n , on eonsidere n veeteurs (~1 , ... , ~n) de X
tels que [I ~i - 1]i I!y < €, (i = I, ... , n) et An Ie sous-espaee veetoriel engendre
par ees veeteurs.

dim An = m < n et

soit 8 un nombre reel positif tel que pour tout x E SX il existe Yx E Ln et
II x - Yx Ily < On - 8. Yx = L;=l Abx) . 1], . Considerons

n

Zx = I A;(yx) . ~i E An
i~l

II x - Zx Ily < II x - Yx Ily + II Yx - Zx Ily
n

<(On - 8) + I i Ai(Yx)1 . II ~i - 1]i liy.
i=l

Sur L n , L~l I Ai(Y,,)1 est une norme equivalente a II Yx Ily. II existe done
une constante positive c telle que

II x - Zx Ily < (on - 8) + c . € • II Yx Ily ,
Ii Yx Ily < (On - 8) + II x Ily < (On - 8) + K· II xlix < (On - 8) + K,

II X - Zx I:y < (On - 8) + c . € • (On - 8 + K)
< On pour € eonvenablement ehoisi

dy(x, An) < On Vx X E SX.

Considerons I'orthogonal An de An dans X'; il est de eodimension m < n
dans X'.

Pour y' E SY' n An

I! y' ilx' = sup I<x, y')x.x' I = sup I<x - zx, y')x.x' I
xeSX xeSX

I<x - zx, y')x.x' I = I<x - Z"', y')I'.y' I < 11 X - Zx Ily . II y' IIY, < On et
dn(SY", X') < d>n(SY', X') < On .

2emepartie. dnCSY', X') < dn(SX, Y) soit on E IR+ tel que dn(SX, Y) < On'
II existe un sous-espaee Ln de co-dimension n de Y tel que II X Ily < On
"Ix E SX n Ln. Soient Ln l'orthogonal de Ln dans Y' et M n' l'orthogonal de
Ln n X dans X' . Ln est de dimension n dans Y'. Montrons que Ln = M n' ,
M n' est de dimension n' < n dans X'. En efIet, soit En' un supplementaire
de L" n X dans X; alors En' n Ln = {O}.

D'autre part, tout element y' de Y' est un element de X'. Si y' s'annule
sur Ln, elle s'annule a fortiori sur Ln n X, done

LnCMn'! L M
d· M' --"' d' L =;> n = n',1m n ~ lID n
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II suffit maintenant de demontrer que, pour toute y' E S y', il existe z> E L n

telle que II y' - z~, cS; On ce qui implique dx'(Y" Ln) On'
Evaluons

I(x, y'>X.x' I = I(x, Y')Y,Y' I
et

sup !(x, .Y'')x,x' i
"~ESXnLTI

x Ily . II y'IY' 'c;; On pour tout x E SX n Ln

D'apres Ie theoreme de Hahn-Banach, il existe w~, E X' telle que

et

Alors

et

II y' - z~, .Ix' = il w~, Ilx' :(; On .

Remarque. II resulte de la demonstration ci-dessus que, dans la definition
de d n, on a Ie droit de se limiter aux sous-espaces vectorielsfermes de codimen
sion n.

LEMME IV.3.2. Soient A o c-.. A C-.. Al trois espaces de Banach teis que A
soit de classe Ke entre A o et Al . Il existe aiors une constante positive c telie
que

et

Jere inegalite. Soit On E ~+ tel que dn(SA, AI) < on .
II existe un sous-espace Ln de codimension n de Al tel que

sup II X IIAI < on
xeSAnLn

soit Lm = A n Ln . Lm est de codimension m:(; n dans A. Pour tout
y E SAo n Dn on a

II Y IIA :(; CI . II y 11~~e . II y II~I :(; CI . II Y II~I

done

Z = C;-I II y II::;: . y E SA n L m
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et

II Z IIA, = cl l II y II~~O < On

II y IIA ~ c1 • II Y !I~l < C~2-0)/(1-0)0~/(H)

et
dn(SA A)"::::: dm(SA A) < c . 0 0 /(1-0)

0' -......::::::. 0' n,

dn(SAo , A) ~ c . [dn(SA, Al)t/(l-O).

2eme inegalite. Soit On E ~+ tel que dn(SAo , AI) < on .
II existe un sous-espace Ln de codimension n de Al tel que

sup I! X ilA, < On ,
XESAoflLn

Lm = Ln n A est de codimension m ~ n dans A.
Pour x ESAo n Lm C SAo n Ln

II X IIA ~ C • [I x I[~~o . II X II~,

~ C' o~

et
dn(SAo , A) ~ dm(SAo , A) ~ c . o~

dn(SAo ,A) ~ C • [dn(SAo , A l )]8.

287

LEMME IV.3.3. Soient Bo c---+ B C---+ Bl trois espaces de Banach reflexifs
tels que:

(1) Bo (resp. B) soit dense dans B (resp. Bl ).

(2) B soit de classe %0 entre Bo et Bl •

AlaI's il existe une constante positive c telle que

(1)

et
(2)

C'est une consequence des lemmes IV.3.1 et IV.3.2 par passage au dual
en tenant compte du fait que, si Al (resp. A) (resp. Ao) est Ie dual de Bo
(resp. B) (resp. Bl ), A est de type %0' avec Of = 1 - 0 [10].

LEMME IV.3.4. Soient E et F deux espaces de Banach tels que E C F et A
une partie de E alors
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Soit On E IR+ tel que dn (A, E) < on . l\ existe un sous-espace L" de
1 1 1 . 1

dimension n1 de EteI que pour tout x E Ail existe Yx E L n, et x -- YT [IE < on, .
De meme, si On E IR+ est tel que dn (SE, F) < on iI existe un sous-espace

2 2 2

Ln. de dimension n2 de F et un element Z E Ln. tels que

I
i x -- Yx II· - °,i ~ -- z <. n2

Ii 0nI F

soit

Ln +n = Ln + L n est un sous-espace vectoriel de F de dimension au plus
1 2 1 2

n1 + n2 tel que pour tout x E A iI existe un element Yx + Dn1 Z E Ln,+n. qui
verifie

ce qui implique

4. Demonstration du theoreme IV. I.

a. Majoration. Pour sEN et t = 0 c'est un cas particulier du theoreme 5.1
de Birman et SoIomjak [3].

On passe faciIement au tore ¥m

et a l'aide du lemme IV.2 a s E 7L et t E 7L

On revient au cube J en utilisant un operateur de prolongement simultane
w: WS,P(J) -+ ws,p(¥m).

Pour s et t reel positifs. * Soit k un entier positif superieur at· Wk,P(J)
est de cIasse X() entre Wk+l,P(J) et Wt,p(J) avec k = ()t + (1 - ())(k + I).
D'apres l'inegalite (1) du lemme IV,3.3

~ C • n-(1-8)jm8 = C • n-(k-t)jm.
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** Soit k un entier positif superieur as' WS,P(J) est de cIasse :f()

entre Wk,P(J) et wt,P(J) avec s = ()t + (1 - ())k. D'apres l'inegalite (2) du
lemme IV.3.3

:(; c . n-l(k-t)(l-8)jm = C • n-ls-t)jm.

Pour s et t reels. 11 existe kEN tel que s + k et t + k soient positifs.
D'apres Ie lemme IV.2 il existe un isomorphisme I k de WS,P(lrm) (resp.
wt,P(lrm)) sur Ws+k,P(lrm) (resp. Wt+k,P(lrm)).

On a done

et

On revient au cube J en utilisant un operateur de prolongement simultane
w: WS'P(J) --+ WS,P(lrm).

b. Minoration. Pour sEN et t = 0 c'est un cas particulier du theo
reme IlL!. Dans la minoration on a en fait aussi demontre que

Le lemme IV.2 nous permet de passer as et t entiers positifs.

Pour s et t reels positifs. * Pour tout entier k < s, il existe un entier h
tel que

D'apres Ie lemme IV.3.4

c' . whjm :(; d2n(SWk+h,P(J), Wk,P(J))

:(; dn(SWk+h,P(J), WS'P(J))X dn(SWS,P(J), Wk,P(J))

C' • n-hjm :(; c"n-(k+h-s)jm dn(SWS,P(J), Wk'P(J))

et

* Soit k un entier strictement inferieur a t
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D'apres Ie lemme lV.3.4
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C' • n-(s-k)j'" ( d2n(SWS,P(J), Wk,Jl(J))

dn(SW',P(J), WI'P(J))x drlSW',I'(J), Wk,J'(J))

C" • dn(SWS,P(J), WI.J'(1)) . wIH<l/m

et

Le Iemme IV.2 nous permet de passer it s et t reels de signe quelconque.

5. Generalisations. (a) Le theoreme IV. 1 est encore valable si on rem
place J par Q, Q etant une variete it bord Coo, compacte, de dimension m.
La demonstration se fait par cartes locales et partition de l'unite.

(b) On appelle operateur de s-prolongement relatif it un ouvert Q de
IRm et it p, un operateur OJ (s'il existe) lineaire et continu de ws,P(Q) dans
ws,p(lRm) tel que p 0 OJ = idw",p(Q) OU pest l'operateur restriction.

On dit qu'un ouvert Q de IR'" a la propriete de prolongement simultane
s'il existe un operateur de prolongement OJ independant de s et p [1, 8, 14].

Le theoreme IV.I est encore valable si on remplace J par Q ouvert borne
de IRm ayant la propriete de prolongement simultane. Pour la minoration
il n'y a rien it changer it la demonstration car, Q etant borne, on peut se
ramener au cas OU J C Q. Pour la majoration on passe de J it Q en utilisant
l'operateur OJ.

V. EspACES AVEC DEUX Pmos

Notations. J = ]0, 1[ X ]0, I [; I ,,-;; p OS;; + 00; (3, CXI et CX2 reels.

II II - (II liP -L II ~1. ' liP -j- II ,~2. 'liP )l!P
I U E~l'~~ - U U(J) , X U x U(J) J U y UIJ) ,

L:.o(1) = {u; x/3u E £P(J)},

L~IM) = {u; y/3u E £P(1)}.

LEMME V.l. Pour I < p OS;; +00, cx + lip eft I

et

Demonstration identique it celle du lemme III.l en utilisant l'inegalite
de Hardy.
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PROPOSITION V.I. Pour 1 < p ~ +00, 0:1 et 0:2 E [0, t[,

Minoration.

et

d (SE pel)) >- d (SWU(l) LP(l)) >- c . n-1/2
n 1l:1o(l2 /'" n , -;:::.--- .

Majoration.

et il suffit de majorer dn(SEIY. , £P(l)).

(1) Sur ]0, o[ X ]0, 1[ et ]0, I [ X ]O,o[ on approche u par 0. Si
0: + lip 01= 1 de ElY. C__ L?_1.0(l) C__ £P(l)

on deduit par changement de variable

8 IIJdx Iu(x, yW dy ~ cP . oP-PIY.II u lit
o 0

de ElY. C__ Lg.IY._I(l) C__ £P(l) on deduit par changement de variable

(1)

(2)

si 0: + lip = 1, il existe 0:' tel que 0: < 0:' < t et 0:' + lip 01= 1. Du fait que
ElY. C__ ElY.' on deduit

Pour E > °donne on prend

(1')

(2')

o= (C-l E)l/ll-lY.)

o= (C-1E)1/1l-1Y.')

SI 0: + lip 01= 1,

si ex + lip = 1.

On approche ainsi u it E pres sur chaque pave ]0, o[ X ]0, 1[ et ]0 1[ x ]0, 8[.
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(2) On partage maintenant ]8, I[ ]8, I[ en cubes Ll. Sur chaque
cube Ll on approche u par sa moyenne

PLJU = II! L.l i r u(x, y) dx dy .
• LJ

On obtient les cubes Ll de la maniere suivante:
On divise ]8, I [ par des points to = ot1 , ... , tl< ? I. Chacune des deux

bandes de largeur (11 - to) est subdivisee en cubes de cote (11 - to) et d'une
maniere generale celles de largeur (t j - t j _ 1) en cubes de cote Ij = I j - t j - 1 •

-

- t::.

---

-

---

I :I I I
to 1

On determine Ij de maniere aavoir

L1 u(x, y) - P.Ju IP dx dy ~ EPt (xpo: 1 ux'(x, y)iP + ypo: I u,/(x, y)jP)dx dy.

Alors si on appelle 8 la subdivision de J obtenue et Ps I'operateur qui, a u,
fait correspondre 0 pour x < 8 ou y < 8 et P",u pour (x, y) E L.l

soit

Determination de Ij • D'apres I'inegalite de Poincare

t I u(x,y) - P.Ju IPdxdy

~ c . (t j - t j - 1)P t (I ux'(x, y)iP + I uy'(x, y)IP) dx dy.
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Comme sur Ll, x > t j - 1 et y > t j - 1

LI u(x, y) - PLJu IV dx dy

(t. - t· )P J:(; c ) t~P )-1 (x pa Iux'(x, y)IP + yva IUy'(x, Y)IP) dx dy
j-l LJ

si max c Ilt;~i :(; €p
)

293

La determination de Ij a ete faite au cours de Ia demonstration du theo
reme IlL I. On trouve

et h R:O €-1 pour h tel que tl/,-1 < I :(; tl/, •

Evaluons Ie nombre n de paves de Ia subdivision de J.

I/, I _ t. I/,

n = L 2~-) + 2h - I < 2 . L 1;1 + 2h - I
j~1 Ij j~1

I/, h
" 1-1 -1/(1-~) '" ·_~/11-~) -1/11·-~)hl1-2~)1(1-~) -2
~ j R:dE ~J R::;:€ ~€

j~1 j~1

et
I/,

2 L 1;1 + h + 3 R:O €-2.

j~1

II existe une constante positive c telle que € :(; C • n-1J2 et

Dans Ie cas ou p = +00 la demonstration se fait de la meme maniere.
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